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Enunturi

Capitolul A. Cazuri particulare

Al.n=2

Probleme rezolvate

R.A.1.Fie ne N,n>3. Determinati matricele X € M, (]R) astfel incat:

X'+X" = o3
-1 1)
Laurentiu Panaitopol

Solutie. Din enunt avem ca det X" 'det(Xz +[2) =0, de unde''det =0
sau det (X2 + [n) =0. Daci det()(2 + ]n) =0, atunci:

det(X +il,)-det(X —il,) = 0= (det X +iTrX 1) (det X —iTrX -1)=0 =

= (detX 1) +(TrX)' =0=>detX =1 §i ¥ =0=> X’ +1, =0, =
= 38 L e O, , contradictie. Astfel, det X =0, ceea ce implicd, inductiv,
ca X = (TrX)]H X,(V)k e N". De aici:
n— - 1 — n n=2
[(mx)™ +(Tx )™ | :[ N J: (Trex )" +(Trx )™ =2.

Pentru » impar, ultima ecuatie are solutia unicd 7rX =1, ceea ce implica

({1 -1 .
XZE( i l)' Pentru n par, obtinem TrXe{—l,l}, ceea ce implica

i RIR
X=+— :
211 1

@ rb
R.A.2. Consideram multimea de matrice M = {( j
—h -a

a,be R} Aratati ca,

pentru fiecare n e N,n > 2, multimea M contine exact doud submultimi H cu »n
elemente stabile.

Marcel Tena
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Solutie. Se observi cd, dacd XY =0,,X,Y e M, atunci X = O, sau Y =0,.
De asemenea, XY =YX, (V)X,Y € M . Presupunem ci O, ¢ H.

Fie H={X, X,,..,X,}. Dacd X € H, atunci XX, XX,.. XX, =X, X,..X,, de
unde rezultd( X" ~1,) X, X,..X, = 0,, deci X" =1I,. Este clar ci det X=1 =

= a*+b* =1. Punem a=cost,b=sint,t €[0,27) > X" =|
—sinnt cosnt

1 0 Lo L 0 cost int L
( jzt%—ﬂkOI:H{( jt”‘—”k01}

cosnt  sin ntj

0 1 n —sinf, cost, n

Dacd O, e H, atunci H'=H \ {02} verificd primul caz, iar
cost,  sint
H = ok “ e,
—sint, cost,

R.A.3.Dacd X € M, (C) este o matrice, atunci det X =

:ﬁﬂi,k:m}u {02}.

n—

(TrX )’ -Trx?

Solutie. Din teorema Hamilton-Cayley, X* —TrX - X +det X = O, , aplicand
urma, obtinem:

2 2
TrX* —(TrX ) +2det X = 0= det X = M

R.A.4.Dacd 4,Be M, ((C) sunt doud matrice si x € C, atunci avem egalitatea:
det(A+xB)= detd+(TrA-TrB—Tr(AB))-x+det B-x*.
ahsg 18o; e fF d
Solutie. Ludnd 4 = si B= , obtinem:
c d g h

a+xe b+xf

det(A4+xB)= =xz(eh—gf)—i-x(ea’+ah—bg—cf)+ad—bc:

c+xg d+xh
= x*detB+x(Trd-TrB—Tr(AB))+det 4.
Consecinta 1. Pentru x =1, obtinem ci:

det(4+B) = det A +det B+Tr(A)-Tr(B)-Tr(4B),
astfel det(4+B)=detd+detB < Tr(4)-Tr(B)="Tr(4B).
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Consecinta 2. Pentru x €{~1,1}, avem ca:
det(4+B)~det(4-B)=2[Trd-TrB-Tr(AB)],

deci det(A4+B)=det(A—B)<> Trd-TrB =Tr(4B).

RAS. Fie 4,BeM,(C) astfel incat AB+BA=0, si det(4+B)=0.

Arataticd TrA=TrB=0.

G.MB.
Solutie. Avem (A—B)Z:A2+B2=(A+B)2, de unde det(4—-B)=0.

Cum AB+BA=0,, rezulta ci Tr(AB)=0. Relatiile det(A—B)=0=det(A+B)
implicd Tr(AB)=TrA-TrB=0si det(A4+B)=det A+detB=0.
Presupunem cd 7r4 = 0. Din teorema Hamilton-Cayley rezult:
(4+B) ~Tr(4+B)(4+B)=0, = Tr(4+B)=0= TrB =0,
R.A.6. Daci 4,Be M, (R) , lar £ e C\R este o radicina de ordinul trei a

unitatii, atunci

det(A+eB) =det(A4* + B? — BA)~det(AB - BA).
Florin Stanescu,G.M.-B

Solutie. Folosind £*+&+1=0,¢ &= l,e te= O,L2 = ¢, putem scrie:

&
det (4 +2B)| =det(4+B)-det(A+eB) =det(4> + B + £B4 +£AB)=
1
?det(g(Az +B*)~(1+5)Bd+ 4B)=

= iz(det(g(A2 + B’ —BA)+ AB —BA))

e i

- Lz[det(AB—BA)w2 det(4®+B* —BA)+

&
+ 8(Tr(A2 + B’ — BA)-Tr (AB - BA)~Tr[ (4> + B’ _BA)(AB—BA)})] 1
it %[det(AB“BA)—S(TV(fB—AZBA+BzAB—B3A—BA2B+(BA)2))+
+ g det(A2 4 B —BA)] e

= o{det(4B~Bd)+oTr( 48" - (4BY' )+ &* det (4 + B —BA)) _
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= &det(AB=BA)+&°Tr( 48" ~(4B) ) + & det( 4 + B* — BA) -

= sdet(4B - BA)+ " det(AB ~ BA) +det(4* + B* - BA) =

= det(AB—BA)(& +¢* ) +det(4 + B* — Bd) = det (A* + B* — BA) — det( 4B~ BA).
Este evident ci si |det(B+£4)| = det(4* + B> — AB)~ det (4B - BA).

RA.7.Fie 4,BeM,(R) astfel incat 4> + B> =24B.
a) Aratati ci AB=BA.
b) Ardtati ca TrA = TrB.
Marian lonescu
Solutie. Vom face demonstratia pentru 4,B € M, ( C).

a) Din enunt, avem: 4> + B> -24B =0, = 0 = det(A2 +B* - 2AB) =

det(A* + B* ~ AB - BA~(AB— BA))=det(4* + B>~ 4B~ BA)+
det(AB—BA)~ir (4’ + B’ — AB-BA)-tr(AB - BA)+

tr[ (4B~ BA)(4* + B>~ AB - BA)|=det(4~ BY’ +det( 4B~ BA), deoarece

+

+

tr [(AB —~ BA)(A2 +B’ + AB + BA)] = 0. Tot din enunt obtinem ci:

A*+B* -~ AB—BA=AB—BA=(A-B)’ = AB-BA=> det(4-B) =

= det(AB~BA),iar din 0=det(A+B)’ +det(4B-BA)=

= 0=2det(4B—BA)=> det(AB-BA)=0=> (4B—BAY =0,.

Cum A4+ B’ -AB-BA=AB—~BA=(A-B) = AB—-BA=>

= (4-B)' = (4B-BA)' =0,= (4-B)' =0,= A+ B*~ AB-BA=0, =

= AB-BA=0,= AB=BA.

b) Cum (A - B)2 = 0,,din teorema Hamilton-Cayley obtinem ci:
(4-B)-Tr(4-B)=0= (Tr(4-B)) =0= Trd=TrB.

R.A.8. Fie 4,B doui matrice de ordinul doi, avind elemente numere reale,

astfel incat A° + B> = AB si BA=0,. Sisearate ci AB= 0,.

Dinu Serbanescu
Solutie. Dacd £ € C\R este o radicina de ordinul trei a unititii, atunci avem:

det(4+2B)[" =det(4* + B> ~ BA)~ det (4B~ BA) = det(AB) - det (AB) = 0=
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= det(A+eB)=0=>det 4+5(Trd-TrB—~Tr(A4B))+ &’ det B=0=

= detA=Trd-TrB-Tr(4B)=detB. Din BA=0, avem ci cel putin una
dintre matricele 4 sau B are determinantul nul, de unde det A =Tr4-TrB —
— Tr(AB)zdet B =0. Rezulti 4>=Trd-A si B> =TrB-B, de unde, inlo-
cuind in enunt, obtinem Trd-A+TrB-B = AB = (Trd)’ +(TrB) = Tr(4B) =

= Tr(A)-Tr(B). Daca Tr4 #0, atunci 1_@+[

TrA

TrB
TrA

2
) 50, g A

TrA4

. : . TrB e
este solutie pentru ecuatia 1—x+x* =0, deci Tr—Ae C\R, -contradictie.
r.

Astfel: TrA=0=>TrB=0= AB=TrA-A+TrB-B =0.

R.A.9.Fie 4,B,Ce M, (R) Atunci, urmédtoarele afirmatii sunt adevirate:
1.Daci 4’ =0,,atunci Tr(ACA)=0;

2.Dacid C’ =0,, atunci C* =O,;

3.Daca 4’ =B’ =A4AB=0,, atunci BA=0,.

Sorin Radulescu si Petrus Alexandrescu
Solutie.

1. Avem Tr(ACA)=Tr(4°C)=0.

2. Daci 4,4, sunt valorile proprii ale matricei C, din C’ =0, rezultd
H .—Cayley

d=d=0. = =0,
3. Rationament aseméandtor problemei R.A.5.
R.A.10.Fie 4,Be M, (C), cu proprietatea 4> + B = AB. Si se arate ci:

(4B-BA) = 0,.

Marian lonescu
Solutie. Vom face demonstratia pentru 4,B € M, ((C)

Este clar ci det(A2 & Bz) = det(A4B). Acum, plecand de la relatia din enunt,
putem scrie: 4°+ B> =AB= A’+B’~(AB-BA4)=BA=

= det(4’ +B* (4B~ BA)) = det(4B)=>det(A* + B*)+det (4B - BA) -

det(A2 +B? )=det(AB)

~Tr(4 +B°)-Tr (AB=BA)+Tr| (4 + B*)(4B- BA) | =det(4B) =
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= det(4B~BA) =0, deoarece Tr(AB~BA)=0, iar Tv[(4’ +B)(4B~B4) | =
=Tr(A'B~A'BA+B*AB-B*4)=Tr( 4B~ A'B)+Tr(B4-B’4)=0.
Acum, din teorema Hamilton-Cayley, (4B - BA)’ ~Tr( 4B~ BA)(AB - BA)+
+ det(AB-BA)-1, =0=> (4B-BA) =0,.

RA.11. Fie 4,BeM,(C) doud matrice, astfel incdt AB+BA=0, si
O, 2{4,B}. Aritati ci Tr(4)=Tr(B)=0 sau detA=detB=0. Gsiti

exemple de astfel de matrice, pentru care una dintre conditii sa fie satisfacuta, iar
cealaltd sa nu fie adevarata.

Florin Stanescu
Solutie. Cum AB+ BA = O,, obtinem ci:

(4+B) =(4-B) =[det(4+B)] =[det(4-B)[ =
= (det A+(Trd-TrB~Tr(4B))+detB) =
=(det 4~ (Trd-TrB~Tr(4B)) +det B) =
= (7r4-TrB -~ Tr(A4B))(det 4+ det B) = 0.

" =det(4-iB) =

Analog, din 4B+ BA=0, = det(A + zB)
= (det A~i[ TrA-TrB~Tr( 4B ]—detB)2

(detA+z[TrA TrB - Tr AB] detB)2
= [Tr4-TrB—-Tr(AB)](det A—det B) = 0.

Astfel, am obtinut ci:
) :(Trd-TrB—Tr(AB))(det 4+ detB)=0 si

B):(Trd-TrB —Tr(A4B))(det A—det B) = 0.
a. Daca Tr(AB)=TrA-TrB, folosind AB+BA=0,,deci Tr(4B)=0, obti-

nem ca 7r4-TrB = 0. Presupunem ci 7r4 = 0. Obtinem ci:
A#0,

0, =TrB-4 = TrB=0. Astfel, Tr(4)=Tr(B)=0.
b. Dacd det4+detB =0, din B putem avea ci Tr(AB) =TrA-TrB, ceea ce
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conduce la TV(A) =7 (B) =0, sau det4—det B=0, ceea ce duce la:
det A =det B =0.

1 0 0 1 0 1
Pentru TrA=TrB =0, luim 4= , B = AB = :
0 -1 1 0 -1 0

0=
BAz[1 O):AB+BA:OZ.Seobservécé det4#0 si detB=#0.

| -1 -1
Pentru det4=detB =0, luim Az(l J,B=( i 1j:AB~I~BA=02.

Se observaca TrA =0 si TrB #0.
R.A.12.Fie 4,BeM,(C) si C=(4B-BA) . Aritati ca:
C=0 ST,
Dorel Mihet
Solutie. ,=” Daca (4B -BA4) = 0,,atunci Tr(AB-BA4)=0.

»<=" Fie 4,4, €C valorile proprii ale matricei 4B—BA. Este limpede ca
A+2,=0. Cum Tr(4B-BA) =0, atunci A>+2>=0, de unde obtinem
4 =74, =0, iar din relatia Hamilton- Cayley rezultd ca (AB- BA)2 =) ;
R.A.13.Dacd 4,Be M, (R) si Tr(AB) =TrA-TrB, atunci aratati ci:

lim Z det (

2
j:%det(A+B).
Mihai Opincariu

Solutie. Cum Tr lA- ! B = Tr lA -Tr . B |, atunci:
k n- k n—k

det(lAJ, . j:_2d t A+ %B,(V)k:l,n—l, de unde rezulta ca
k n= k (n_k)

11mZdet( : )—hmz —-det A+ lzdeth
e = (n—k)

1 1 TrATrB 7[2
= [detA+detB 11m(2—2j = ?det(A+B).

n—o
k=1

R.A.14. Aritati c& (AB—BA) -C=C-(4B-BA) ,(V)4,B,C e M, (C).
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Solutie. Cum T} r(AB —BA) =0, din teorema Hamilton-Cayley avem ci: |
(4B-BA4)’ = —det(AB~BA)-I,, deci
(4B~ BA)"-C=~det(AB—BA)-I,-C =C-[~det(4B-Bd) 1, ] =
= (4B-BA4) -C,(V)4,B,C e M, (C).
R.A.15. Daci 4,Be M, (C), atunci:
Tr(A4B)' =Tr(4’B*) < (4B~BA) = 0,
. [Tr(4B~BA)| ~Tr(4B- BAY s

Solutie. Putem scrie: det(4B—BA g

Tr(4B)" +Tr(BA) —Tr(4B*A)-Tr(BA’B)
2

Cum (AB-BA)' =—det(AB- BA)-1,, acum este limpede ci:

Tr(4B) =Tr(A*B*) < (AB-BA) =0,

RA.16. Dacd 4,B,CeM,(R) astfel incat det(4’+B>+C?)>0, aratati ci

are loc inegalitatea:

det(4’ +B*~C?)+det(4> - B +C?)+det(-4" + B>+ C?) 2 0.

Solutie. In relatia det(X+Y+Z)+detX+detY+detZ =

= det(X +Y)+det(Y +Z)+det(Z+Y),(V) X, ¥,Z € M, (C), inlocuind X cu

A +B-C*You 4 ~B*+C* siZcu —4>+B>+C?, obtinem ci:

det(A2 +B’ —C2)+det(A2 -B? +C2)+det(—A2 + B +C2):

= 4| det’ 4+det’ B+det*C|>0.

R.A.17. Daca 4,B e M,(C), atunci avem:

AB+BA=TrB-A+ TrA-B+ (Tr(AB)-Trd -TrB)-1,.

= ~Tr(4B)’ +Tr(Asz).

) ai b g4 4T
Demonstratie. Seia A= ,B= si se efectueaza calculele.
G, g h

R.A.18. Daci 4,B e M,(C), aritati ca:
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(4B=BA) =0, < det(4> - B?)=(det A+ det B) —(Tr(AB)~Trd-TrB)".

Florin Stanescu
Solutie. Putem scrie:

(det 4 +det B)' ~ (Tr(AB)~Tr4-TrB)’ =

= det’ 4+2det(A4B)+det’ B~ (det(A+B)-det A—detB) =

= 2det( A4+ B)(det 4+det B)—det’ (4+ B) =

det(A4+ B)+det(A4-B)
2

2det(A4+B): :}'—detz(A-f‘B):

det[ (4-B)(4+B)].

Prin urmare:

(4B—BA) =0, < det( 4>~ B*)=det[(4-B)(4+B)].

Cum det (A2 ~ B2) = det [(A —B)(4+ B)] —det(AB—BA), obtinem ci
(AB-BA) =0, < det(4B—-BA)=0, o echivalenti adevirati.

R.A.19. Daca 4,Be M, (R) si det(AB—BA) =0, atunci au loc urmitoarele
inegalitati:

a) det(A2 —Bz) < (detA+detB)2 :

b) det(4’+B”)>(detA—detB)’.

Cezar Lupu
Solutie. a) Din problema precedenta obtinem identitatea:

det(4’ - B*)=(det A+det B) — (Tr(4B)~Trd-TrB) —det(4B - BA),
ceea ce implicd faptul ca:
det(4’ - B*)=(det A+det B) — (Tr(4B)~Trd -TrB)’ <(det 4+det B)".
b) In identitatea anterioard, inlocuind pe B cu iB, obtinem ci:
det(4 + B”)=(det A—det B)' +(Tr(AB)~Trd -TrB) +det(AB - BA),
de unde:

det (4’ + B*)=(det A—det B)' +(Tr(AB)~TrA-TrB) > (det A—det BY’.
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010
R.A.20. Se considerd matricea 4=|0 0 1| si multimea
1500
C(4)={X e M,(C)|dx = x4} .
a) Sa se arate cd, daca X eM3((C) , atunci existd a,b,c e R astfel incat
X =al, +bA+cA>.

b) Sa se arate ci, daci X € C(4) si X =0,,atunci X =0,.

a b c
Solutie. a) Dacd X =|d e f |, atuncidin AX = X4 obtinemcid=h=c,
g h i

a-b e
e=i=asif=g=a,deundeobtinemcd X=|c a b|=al,+bA+cd’.

b ¢ a
b) Daci XeC(4) si X*=0,, atunci @’ +2bc =b*+2ac =c* +2ab =0,
deci @’ =b’ = ¢* = 2abc, de unde ‘a‘zlbl:k‘ si la‘3 :2‘a|3 =g =hewe=10,
Astfel, am aratat cd, dacd X € C (A) si X?=0,,atunci X =0, . Este usor de
artat ci, dacd X eC(4), atunci XkeC(A),(V)keN*. In final, cum

X2004 . 03 = (XlOOZ )2 = 03 = XIOOZ — 03 = XSOI . 03 = X502 o 03 =
= (X)) =0,2X"=0,5..25X=0,5X=0,

R.A.21. Fie AeM3(R) cu detA=1 . Aratati cd urmatoarele afirmatii sunt

echivalente:

a) det(Az—A+13):O;

b) det(A+I)=6 si det(4A-1,)=0.

Solutie.

s=3toikie f(x)zdet(xl3—A)=x3+ax2+bx—1. Cum det(AQ—A+I3):O .

atunci dCt(A—8]3)' det(A—EI3):O , unde ¢ este raddcina de ordin trei a

unitdtii. Prin urmare, f (g) = f (2) =0,ceeaceimplicd a=-2 si b=2.



